Concursul de Matematica “Grigore Moisil”
Editia a X-a, Urziceni, 5 - 7 Februarie 2016

CLASA A IX-A

Subiectul 1. Triunghiurile ABC si A, B, C; sunt circumscrise aceluiasi cerc si
sunt Tnscrise n discurile D si D;. Demonstrati c¢d, daca D < D;, atunci D = D;,.

GM

Subiectul 2. Vom spune ca o configuratie formata din 4 puncte Py, P;, P,, P; in
plan este socanta daca sunt indeplinite simultan urmatoarele doua conditii:
a) P, P, P; este triunghi nedegenerat si P, este un punct in interiorul sau;

eqe v,

dintre vectorii PyP; si PyP; + Py Py, este mai mic sau egal cu 90°.
Dati exemplu de o configuratie socanta sau demonstrati ca astfel de configuratii
nu exista, cu justificare riguroasa.

Subiectul 3. Fie u,u,, ..., u, € N* astfel incdt — + — + -+ — = 1.

Uuq U, Un

. o n—-1
Demonstrati ci: max{u,, U, ..., U, } < n?

Subiectul 4. Pentru fiecare numar natural nenul k, notam cu N (k) numarul
solutiilor (x,y) € N* X N* ale ecuatiei

- (x,y) 2
e A

cu proprietatea ca |x — y| = k. Determinati N (k) sub forma unei functii de k.
((x, y) reprezinta cel mai mare divizor comun al numerelor naturale x si y, iar

[z] este cel mai mic numar intreg care este mai mare sau egal cu z)

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteazd de la 0 la 7. Timp de lucru: 3 ore.
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CIASA A X-A

Subiectul 1. Fie m, n numere naturale. Demonstrati ca:

(4m)! (4n)!
m!n!(m+n)!(2m + 2n)! €N.

GM

Subiectul 2. Se considera un poligon AyA; ... A,,_; (n = 3) inscris intr-un cerc

de centru O, care are centrul de greutate tot in punctul 0. Demonstrati ca, pentru
orice puncte M, N cu proprietatea ¢ ON + (n — 1)OM = 0, avem:

-1 -1
MA, < NA,.
0

S
S

&
1l

0

&
Il

Nicolae Bourbacut si Leo Giugiuc

Subiectul 3. Fie d € R, d < —1. Determinati toate functiile f: R = R cu
proprietatea cd, pentru orice x,y € R, avem:

fx+y)—f(x)f(y) =dsinxsiny.

Subiectul 4. a) Fie functia f : Z X Z — Z definita, pentru orice (x,y) € Z X Z,
cu formula f(x,y) = ax? + by?, unde a, b € Z. Este posibil ca a, b si fie alese
astfel incat f sa fie surjectiva?

b) Fie functia g : Z X Z X Z — Z definita, pentru orice (x,y,z) € Z X Z X Z, Cu
formula g(x,v,z) = ax? + by? + cz?, unde a, b, ¢ € Z. Este posibil ca a, b, ¢
sa fie alese astfel incat g sa fie surjectiva?

* * *

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteazd de la 0 la 7. Timp de lucru: 3 ore.
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Subiectul 1. Fie (x,,);>1, (V)ns1 doud siruri de numere reale astfel incat sirul
(y1 + ¥, + -+ ¥ ) =1 €Ste convergent si pentru orice n € N*, avem:

0 <xp < Xpp1 (1 + XpYn41)-

Dati exemplu de un numar @ € R* pentru care sirul (x5),>; €ste convergent.
GM

Subiectul 2. Ambientul a doua numere rationale pozitive x si y, pe care il vom
nota A(x, y), se defineste astfel: se scriu numerele ca fractii ireductibile
x=a/bsiy=c/d,undea,b,c,d € N*, apoi A(x,y) = (a+c)/(b+ d).
Consideram acum x, = 4/7,x,; = 3/4 si pentru orice numar natural n > 2,
definim x,, = A(x,_,, x,—1). Calculati: lim,,_,, x, sau demonstrati ca aceasta
limitad nu exista.

Subiectul 3. Fie a > 0 si functia f(t) = t — at?. Pentru ce valori t € R, sirul

(@), neN,

n
Xn =
k=0

este convergent? (F0(t) = t si fIi*1] = £ o £ pentru orice i € N)

Subiectul 4. Pentru fiecare numar natural n > 2, definim matricea
An = (aij)1Sl',an € Mn(R), Unde

_ {ij(mod n) daca n nu divide ij
b n ,dacd n divide ij

Aratati cd exista M > 0 astfel incat |det A,,| < M, oricare ar fin € N, n > 2.
(k mod n inseamna restul pe care il da k la impartirea cu n)

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteazd de la 0 la 7. Timp de lucru: 3 ore.
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CLASA A XTI-A

Subiectul 1. Fie a € [1, ©). Considerim doua functii f, g: [0,a] = [0,1],
f strict crescatoare si g continud. Calculati:

tim [ (G d.
0
GM

Subiectul 2. Fie f:[0,1] — R o functie derivabila, cu f’ continua, astfel incat
1
f £(t)dt = 0.
0
Demonstrati ca:

max

1
<. "(x)].
a€l0,1] — 8 xrg[(é)l,)f]lf €

jo e

Subiectul 3. Dati exemplu de un grup G finit, necomutativ, care admite un
automorfism g cu proprietatea ca, pentru orice x € G\{e}, avem g(x) # x si
g( g (x)) = x, sau demonstrati ca un astfel de grup nu exista.

* * *

Subiectul 4. Fie G un grup finit si H un subgrup al sau. Presupunem ca S este o
submultime nevida a lui G cu proprietatea cd pentru orice x € S, avem: x? & H.

. . 1 : : 9
Demonstrati ca exista T C S astfel incat |T| > > |S| si cu proprietatea ca pentru

oricea,b € T,avem: ab & H sau ba & H.

Nota: Daca X este o multime finita, atunci |X| reprezinta numarul de elemente ale lui X.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteazd de la 0 la 7. Timp de lucru: 3 ore.



