Concursul de matematicd si informaticd
Grigore Moisil - Editia a Xll-a
Urziceni 31 ianuarie — 2 februarie 2020
Clasa a VIl-a-SUBIECT

Subiectul 1.
Se noteazi cu [x] partea intreagid a numirului real x.

Y Calnta [/20707207) —
b) Demonstrati ¢a [V1-2]+ [Z-w;ﬁ] n [3-\;3m bt [zozo.,zf—zoozio.zonl 5
1010-2021 (S puncte)

1 punct oficiu

Subiectul 2.

in triunghiul ABC ascutitunghic, cu m(<A) = 60° se consideri
BD 1L AC(D € AC),CE L AB (E € AB) si M mijlocul laturii BC. Aritati ca
triunghiul DEM este echilateral. (9 puncte)

G.M. nr 10/2019

1 punct oficiu

Subiectul 3.

Se noteazi cu s(x) suma cifrelor numirului natural x .Rezolvati in
N ecuatiile:

a) x+s(x)+s(s(x))=2020 ; (4 puncte)
b) x + 5(x) + s(s(x)) + s (s(s(x))) = 2020. (5 puncte)

1 punct oficiu

TIMP DE LUCRU 3 ore



Concursul de matematicd si informaticd
Grigore Moisil - Editia a XIl-a
Urziceni 31 ianuarie - 2 februarie 2020

Clasa a VII-a-BAREM
Subiectul 1.

Se noteaza cu [x] partea intreagd a numarului real x.

a) Calculai [V2020-2021 ]
b) Demonstrati ci [v1 - 2] + [2";ﬁ]+ [3'?]4_ .. 4 [2020 22002200-20:.»1
2021

=1010-

Barem

a) 20202 < 2020 - 2021 < 20212 (2 puncte)
2020 <2020 - 2021 < 2021 = [V2020- 2021] = 2020 (2 puncte)

b) Se considera cunoscuti relatia x <y = [x] < [yl,Vx,y € R
V23] <V2-3=2[V273] <2v23= [2[vz 3] < [2v23] =
= 2[v2-3] < [2v2-3] = [v2-3] < 2 (2 puncte)

Urmarind rationamentul anterior, se ob;me.

Vi2]+ [2\/2 3] [3\/—.3‘4|+...+[2020‘/2020'2021J

2020 =
> [V1-2]+ [\/1 2]+ +[v2020-2021] = 1 4 2 + 3 + - 2020
= 10102021
(3 puncte)

1 punct oficiu



Subiectul 2

in triunghiul ABC ascutitunghic, cu m(<A) = 60° se considerd BD L
AC (D € AC),
CE L AB(E € AB) si M mijlocul laturii BC. Aratati ci triunghiul DEM este
echilateral.
G.M. nr 10/2019

Barem
/\\A

AN
/ \\ D

/ ;
E . \
- ",
// Y
B/ 4 \L o HE

Notdim m«DBM = q, m<ECM = B

-

ABEC — dreptunghicinBy gy _Be_ ppe o open isoscel = <MEB =
EM — mediani 2

<EBM(30° + a) = mEMB = 120° — 2¢ (3puncte)

PR BC
ABDC — dreptunghic in D} = DM = MC = — = ADMC — isoscel =
DM — mediani Z

<MDC = «MCD(30° + ) = mDMC = 120° — 23 (3puncte)
m(XEMD) = 180° — mEMB — mDMC = 60° _
BC } = ADEM - echilateral
Cum ME = DM = 5
(3puncte)

1 punct oficiu



Subiectul 3.

Se noteazi cu s(x) suma cifrelor numarulyj natural x .Rezolvati in
N ecuatiile:

a) x+s(x)+s(s(x))=2020 :

b) X + s(x) +s(s(x)) + s (s(s(x))) = 2020.

Barem
a) X = s(x) = s(s(x))(mod 9) (2 puncte)
= X+s(x) +s(s(x)) : 3 (1 punct)
cum3+2020=S=2¢ (1 punct)
b) 4x = 2020 =4 (mod9) = x = 1(mod 9) (1 punct)
X <2020

De la 1 la 2020 cea maj mare suma a cifrelor o au numerele 999 s;j 1999
=s(x) <28= s(s(x)) <s(28)=10=s (s(s(x))) <s(9)=9
(1 punct)
X = 2020 - s(x) — s(s(x)) — s (s(s(x))) >2020-28—-10 -9 = 1973
(1 punct)
Existé cinci numere intre 1973 $1 2020 care la impdartirea cu 9 day restul 1:
2017, 2008, 1999, 1990 si 1981.

Cel care verifica relatia este 1990, deci x = 1990
(2 puncte)

1 punct oficiu



Concursul de matematicd si informaticd
Grigore Moisil - Editia a Xll-a
Urziceni 31 ianuarie — 2 februarie 2020
Clasa a Viil-a

Subiectul 1.
Se noteaza cu [a], {a} partea intreag3, respectiv partea fractionara a numarului real

a.

Sé se rezolve in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) [2020x] + {2021x} = 2021 (4 puncte)
b) {2 1x} + 2" = [x] + [x + o]+ |2x + o+ [22x + o+t |27 + 1.
n€ N
(5 puncte)

1punct oficiu

Subiectul 2
Se considerd piramida patrulatera regulatd VABCD si punctele M si N,

mijloacele muchiilor BC, respectiv VD. Aratati cd AB=AV daci si numai daci
masura unghiului dintre dreptele AB si MN este egala cu 30°. (9 puncte)

GM,nr11/2019

1punct oficiu

Subiectul 3.
Se considerd numerele reale strict pozitive X,¥,Z,Cu proprietatea x+y+z=3.

Ariatati ca:
a) V2020x + 1+ /2020y + 1+ 2020z + 1 < 3v2021; (4 puncte)

X2020 y2('.)20 72020 3
b) + > . (5 puncte)
V2020x+1 = ,/2020y+1 = 2020z+1 — V2021

1punct oficiu

TIMP DE LUCRU 3 ore



Concursul de matematicd si informaticd
Grigore Moisil - Editia a XIl-a
Urziceni 31 ianuarie - 2 februarie 2020

Clasa a Vili-a-BAREM
Subiectul 1.

Se noteaza cu [a], {a} partea intreagd, respectiv partea fractionari a
numadrului real a.

Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatiile:

a) [2020x] + {2021x} = 2021 (4 puncte)
b) (2" 1x} + 27 =[] + [x + 3] + [2 + 2] + [22x + et
[Z“x + ﬂ, n€ N (5 puncte)

1punct oficiu

Barem

a) [2020x] + {2021x} = 2021 = {2021x} = 2021 — [2020x] =
{2021} € Z = {2021x} = 0 = 2021x =k k € Z = x = —X_

2021

(Zpuncte)
Eg;gk] = 2021 = 2021 < 2l < 2022 = 20212 < 2020k < 2022 -
2021:>2022+——<k<2023+_:k 20232_,.,}(__%%

(2 puncte)

b) Pentru calcularea sumei din membrul drept se foloseste in mod repetat
identitatea lui Hermite: [x] + [x + %] = [2x],Vx € R
Asadar [x] + [x + -21-] = [2x]; [2x] + [zx =y %] = [22x];
[22x] + [22x % l] = [2°], .., [2"] + [2"x + ;] = [2"*1x] (2 puncte)
Ecuatia devine {2"*1x} + 27*1 = [2n+1y] (1 punct)

Finalizare, x € [1;2) (2 puncte)
1punct oficiu



Subiectul 2

Se considera piramida patrulaters regulatd VABCD si punctele M siN,
mijloacele muchiilor BC,respectiv VD.Aritati cd AB=AV daci $i numai
dacd mésura unghiului dintre dreptele AB si MN este egali cu 30°.(9 puncte)
1punct oficiu GM,nr11/2019

Barem
Notdm AB = 2x,AV = 2a,MN =y

I. m(AB;MN) = 30° = AB = AV
In AMNP din teorema cosinusuluj = a2 = 4x* +y? — 2xy/3 (2puncte)
In ANOM din teorema cosinusului = a? = x2 +y?—xyVv3 (2puncte)

=y=xV3=a=x= AB = AV (3puncte)
II. AB = AV = m(AB; MN) = 30°
AMNP — dreptunghic in N = mMNP = 30°, (2 puncte)

1punct oficiu
Subiectul 3.

Se considerd numerele reale strict pozitive X,y,z,cu proprietatea x+y+z=3.
Arétati ca:
a) V2020x + 1 + /2020y + 1 + v2020z + 1 < 3v2021 ; (4 puncte)

XZOZO y2020 ZZOZO 3
b)

+ = :
\/2020x+1+\/2020y+1 V2020z+1 ~ V2021

1 oficiu punct

( S puncte)

Barem

2
a) (V2020x + 1 +,/2020y + 1 + 2020z + 1) <(1+1+1)[2020(x +
y+z)+3]=9-2021 (3 puncte)
= v2020x + 1 +,/2020y + 1 + 2020z + 1 < 3v2021 (1 punct)

%2020 y2020 + 72020 s (x+y+z)2020
v2020x+1 o ¥2020y+1  V2020z+1 — 32013(V2020x+1+J2020y+1+\/20202+1)
(3 puncte )
2020
(x+y+z) 9 3 (2 puncte)

> —
32018(\/2020x+1+J2020y+1+d20202+1) T 3v2021 V2021
1 oficiu punct



Concursul de matematicé si informatica
Grigore Moisil - Editia a Xll-a
Urziceni 31 ianuarie — 2 februarie 2020
Clasa a IX-a-SUBIECT

1.Fie (an)n>; un sir astfel incat sirurile (azn-; ) ns1, (@an)nsy si (@sn)n>; sSunt
progresii aritmetice. Demonstrati cii (as),>; este progresie aritmetica.
Cristinel Mortici (2011)

2.Fie ABCDE un pentagon convex si punctele Pe(DE), Qe(CD) astfel
incat ;)—E=£=2. Daca M si N sunt centrele de greutate ale triunghiurilor

oD
ABC si ABE, si se arate ci MQ=NP.

G.M.3/2019-27660

4
3.Fie p.q€ N * astfel incat V2+43 < ; i Aratati ci

Z_(V2+43)>—

q 2p’q”

Radu Gologan

Fiecare subiect se noteazi de la 1 la 10 puncte (1 punct din oficiu)

TIMP DE LUCRU 3 ore



Concursul de matematicd si informaticd
Grigore Moisil - Editia a Xll-a
Urziceni 31 ianuarie - 2 februarie 2020
Clasa a IX-a-BAREM

Subiectul 1

(3puncte) ama=art(n-1)p; a;=a,+(n-1)-q; as,=ast+(n-1)r

(3puncte) Sp=2r exprimind a;s ca element al sirurilor (azp-1)n> i
(asn)nx

(2 puncte) 5q=2r exprimind ay, ca element al sirurilor (azn)n>1 i
(asn)n>

(1 punct) p=q si finalizare.

1 punct din oficiu.

Subiectul 2
(3puncte) P si Q impart segmentele orientate £5 si respectiv Z5 in

raportul k=-2
(3puncte)ig=;(sc+2HD) si NP=4(NE+2NT)

(3puncte)¥g-NF=3 deci Mg=Np
1 punct din oficiu.

Subiectul 3
Oficiu 1p |
Aratd ca 2 +43 g0 2p
2

P B p—q(\/fhﬁ) ) pz—q2(5+2\/6) _ (pz—qu) ~Fg

q (\E+\/§)— q _q(p+q(\/§+\/§)) q(p+q(\/§+\/§))(p2—5q2+2 2p
Cum 2 ++/3 ¢Q si fractia este pozitivi, rezulti ci (p2 -5q2)2 —244% 21 2p
Avem q(\/f+\ﬁ)<p:> p+q(\/5+\/§)< 2p, iar 102—(5—2\/3)(}2 < p? 2p
Deduce inegalitatea 1p




Concursul de matematicd si informaticé
Grigore Moisil - Editia a XIl-a
Urziceni 31 ianuarie — 2 februarie 2020
Clasa a X-a-SUBIECT

1. Se dau numerele complexe de modul 1, nereale, z|, z;, z3. Ce se poate spune

_Qtzy+z3-22y24
despre numarul complex Z = ?
1-21zy — 2523 — 232

Radu Gologan

2. Rezolvati in multimea numerelor reale nenule ecuatia:

1 1

I
s S X+—
a* -bx +b*-qx +(\/a2 +b2) B =(a+b)2, unde a,b € (1,+0),

Traian Tamaian, Carei

3. Se considerd z;, z;si Zynumere complexe distincte doui cite doui, de module

1 1
egale. Stiind ci numerele 21 + 5, 22+ ———sj 23+ ——sunt reale, determinati z, .
2] 2122 2123

Marian Andronache (Gazeta Matematici, 2019)

Fiecare subiect se noteazi de la 1 1a 10 puncte (1 punct din oficiu)
TIMP DE LUCRU 3 ore



Concursul de matematicd si informaticd
Grigore Moisil - Editia a XlI-a
Urziceni 31 ianuarie - 2 februarie 2020
Clasa a X-a - BAREM

Oficiu 1 ﬂ
S W W T
Cum z =1, pentru ie{1,2,3}, avem z = 22+ 5-2%% _ 5 5z amnn 3p
Z; ]—2122—2223—2321 ( 1 1 1 ]
- —+—+—
2122 2223 2321
= itz tzizg -1 3[)
21223~ (23+2) +z;)
_ 1—(2223 +2'123+2122) _l 2p
(23 +Zl + 22)—'212223 Z
z-z=1¢67=1 Ip
Oficiu 1p
Observi =1 SOlu;ie lp
1 1 x+l 2[)
Dacd x<0= a*-px + p*.gx +(\./a2+bz) o <1+1+1=3<(a+b)2
Dacé xe(0,+)-{1}, aplicand inegalitatea mediilor obtinem 3p
1 1 gl ok gl Al 1 1 Il
a*-b* +b*.gqx +(\ja2+b2)x *2WNa i -bx+x +(a2 +b2)2(x+x] =2(Gb)5(x+;)+(az +b2)2( +xJ >
>2ab +(a2 +b2) =(a+5)’ (S-a folosit inegalitatea x+ . >2 » pentru orice x e (0,+w)-{1}) 2p
X
x =1este solutie unici 1p
Oficiu 1p
Fie |z =|z|=|z|=r, 2 =r(cosy, +ising ), 4 €[0,27), unde k=1,3. Presupunand, prin 1p |
absurd, cd z, ¢ R, pentru niciun ke{1,2,3}, obtinem ci punctele 0(0), M(z),
4L si Bz, et € Ox determind un paralelogram, k=1,3.
“Jok %1%
1 2p
,
ica i ilor in tri iul 04B = =— de unde
Aplicand teorema sinusurilor in triungh sy +5;) sing,”
Sin(.tl +tk) =r3, k=1,—3
sin#,

g = igt, =1gty =cel putin doud dintre numerele z,, z,, z;coincid, contradictie cu




ipoteza

ekR

Daca cel putin unul dintre numerele -, este real, fie acestaz,,|z,|=r. Din z, +
212,

. 1 .o - = ;
sl z, + Pt R, rezultd ca: fie z,,z, e R, dar || =|zy| =|z5| = ar insemna ca cel putin
1<3

9 T _y 1 .
doud sunt identice, contradictie; fie 1 t—=0si z,,z, ¢ R
4 ;

r==l1si verificd r=1, deci z =1




Concursul de matematicd si informaticé
Grigore Moisil — Editia a Xli-a
Urziceni 31 ianuarie - 2 februarie 2020
Clasa a XI-a

Subiectul 1.
Sa se calculeze }722(211 L= ‘/5 - % - 4\/~ T T %)

Gazeta matematica

Subiectul 2. Fie A, B € M, (C) pentru care existd un numdr natural £ = 2 astfel
incit det(4* - B* )= det(4* - B* + 4B - BA)

Demonstrati ca (AB - BA)k =0,.

Florin Stinescu, Giesti

Pn .
Subiectul 3. Fie g un sir de numere rationale, unde 7,9, € N j
R/ neN*

T 4 . [ 2
pentru orice 7 € N * astfel ca lim 2 = V2 . Calculati nlllilo( 9n t Pp —qn).

n—w qn

Radu Gologan

Fiecare subiect se noteazi de la 1 la 10 puncte (1 punct din oficiu)

TIMP DE LUCRU 3 ore



Concursul de matematicé si informaticd
Grigore Moisil - Editia a Xli-a
Urziceni 31 ianuarie - 2 februarie 2020
Clasa a XI-a-BAREM

Subiectul 1

(3 puncte) Cum 3™ = n? pentru oricen = 1rezulta ca 3/n < /3 pentru oricen > 1
(3 puncte) Rezulta ca2n — 1 — 2 — 3 — Vé— - —Yn=2n—ny3 = n(2 - ¥3)
(3 puncte) Cum 2 > V3 rezulta ca lim, ., n(Z == Vﬁ) = oo deci limita ceruta este

+ oo

1 punct oficiu

Subiectul 2

{3puncte) Demonstreazs c3 tr[(A4* — B¥)(AB — BA)] = 0

(3puncte) Obtine tr[(4* — B* J(AB — BA)] = tr(4* - B¥). tr(AB — BA) (ambii termeni nuli)
(1 punct) tr(XY) = tr X - try implicd det(X + ¥) = det X + detY

(1 punct) CuX = A* — B, ¥ = 4B — B4 sifolosind ipoteza, obtine det(AB — BA) = 0

(1 punct) (4B — BA)? = 0,, deci (AB — BA)* = (AB — BA)*(AB - BA)*-2 = ¢,

1 punct oficiu

Subiectul 3

N Oficiu 1p

Observam c3 lim g, = », deoarece altfel sirul (q”)n ar avea un subsir constant

n—w 3p
g, =meN*sidin lim Pry =2 arrezulta ci E{gp,,k = m\/i € N* absurd

h—w

: 3p
lim (,/q,3+pn —q”)znl.ifio_z_pn—_: im 2o Gn _
V5

e +p, +q, " n \/qr:f +Pp T4,

V2 3p

= 5 scu justificare

-———._———___,—_—___*_‘




Concursul de matematicd si informaticd
Grigore Moisil - Editia a XII-a
Urziceni 31 ianuarie - 2 februarie 2020
Clasa a Xll-a - SUBIECT

L.LFie « € C\ Q cu proprietatea ci multimea A ={x+ya|xye
Z}este un inel fata de operatiile uzuale din C, avind exact 4 elemente
inversabile. Si se arate ci A = Z[i].

G.M. Nr. 12/2019

2.Fie multimea 4= {az +2bz(a,b € N}. Aritati cd inmultirea numerelor

naturale determind pe Ao structuri de monoid.

Radu Gologan

3.Fie functia f:[0,+)—>R ce admite primitiva 7:[0,+0)—> R, cu

proprietatea F(O) = 0. Stiind ca 2x‘f(x2),s F(x"‘) , pentru orice G[O’M)

»aratati ca F =0,

Radu Gologan

Fiecare subiect se noteazi de la 1 1a 10 puncte(1 punct din oficiu)

TIMP DE LUCRU 3 ore



Concursul de matematicd si informaticd
Grigore Moisil - Editia a XII-a
Urziceni 31 ianuarie — 2 februarie 2020
Clasa a Xll-a -BAREM

Subiectul 1
Cum U(A) este este subgrup cu 4 elemente al lui (C*,") obtinem:
UA)=U,={1,-1,i, —~i}. (1 punct)

Cumi €A, existiu,v € Z astfel incati = u + va, Vv # 0,de unde ¢ = 1—;—u.(l punct)

Cum o? €A rezulti ¢z = X+ya cux,y € Z,deci o este ridicina polinomului

f=X2—yX—-x € Z[X]. (2 puncte)
Atunci si o = —i—:—u este rddacina lui f, iar din relatiile lui Viete obtinem a + & =
YEZsi aa=—-x€Z. (1 punct)
Atunci (o — @)% = (a + @)? — 4ad € Z, adici (%)2 € Z, deci Viz € Z,adiciv? =
1sau
v =4, (1punct)

Dar aa = u—:—l € Zsi cum u*1 nu e divizibil cu 4 obtinem v?=1, deci v = +1 i
atunci a =¢(i—u)cug € {—-1,1}. (2 puncte)

Cum i€ A rezulti imediat ci Z [i] € A. Reciproc dacdz = x + ya € A, atunci

z=x++ye(i—u)=x—gyu+eyi cu c€ {—11}deci z€ Z[i]. Rezulta A c

Z [i], deciA = Z [i). (1 punct)

1 punct oficiu

Subiectul 2
r Oficiu Ip 1

Este suficient sd demonstrdm c3 produsul a doud numere din 4 este de

aceeasi forma. Considerdm x,ye 4, x=a? +22, » =ay +2b, aj,a5,by,b, €00 . 2p
xy= (alz +2b]2)(a22 +2b22) = (al +1\/5b1)(a2 + i\/ibz)(al -—i\/fb])(az —i\/sz) =

= (alaz = Zb]bz 4 i\/i(b]az + azb] )) * (alaz - 2b1b2 = l\/i(b] az + azb] )) = 3p
=(alaz—261b2)2+2(b1a2+a2b1)2EA 3p

Cum 0=0%+2.0% e 4 si inmultirea numerelor naturale este asociativa, 1

obtinem c& multimea 4 impreun cu inmultirea numerelor naturale este p

monoid




Subiectul 3

t€[0,0), unde M >0, atunci F=0

Cum, din ipotezi, ‘f(xz)-2x' <1 -F(xz) » pentru orice xe[0,00)= F=0

Oficiu Ip
Vom demonstra ci daci o functie g:[o, »)—>0 derivabild, cu 2(0)=0 are
proprietatea ca ]g'(x)] <M-g(x), pentru orice x €[0,0), unde A >0, atunci 1p
g=0,
k Consideram functia 4:]o, ©) >0, h(x)=e M, g(x) 3p
B (x)=-Me™M* -g(x)+e M g(x)=e= (uMg(x) - g'(x)) <0, pentru orice
x €[0,00)
K (x)<0pentru xe [0,0) = & este descrescitoare pe [0,).
h(x)=e".g(x)<h(0)=0, pentru orice x€[0,»), de unde obtinem ci 2p
g(x)<0, pentru orice xe [0,0)
Cum insa g(x)=20, pentru orice xe [0,0)=g=0
Aplicdm rezultatul demonstrat pentru g(x)=F (xz) , Fi[0,40) >0 |
Folosind substitutia 2 =+, obtinem cd, dacd |F'(t) < M-F(t), pentru orice 3p




